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超流動ヘ リウムとボーズ系の厳密解
二流体が共存で きる理由を解 き明す一
教養部 佐々木 祥 介(豊 中5244)
1.はじめに
液体ヘリウムの世界は、まことに奇妙な現象で満たされている。50年程昔に、液体HeIIの特異な性
質が次々発見され、人々を魅了したが、今日では当時の新鮮さを欠いてしまった。しかし、根本的な所
は、なお謎のままである。
2.17Kを境に低温側のHeIIは高温側のHeIに比ぺて300万倍以上も熱を伝えやすい。また、HeHに
は全く粘性のない超流動成分がある。さらに素焼きの陶器の小穴を通ってこぼれ落ちるHeIIは冷え、1
残った液体Heは熱 くなる。まるで熱をザルです くうようだが、なぜこんなことが熱平衡状態で可能な
のだろう。'.
これらの不思議な現象は、超流動 。常流動の2成分が共存すると仮定した二流体理論により現象論的
に説明されている。 しかし、それは次のように未解決な根本間瞳を残 している。
〈従来の二流体理論の仮定と欠陥>
1。実体不明の背景流を超流動成分と仮定している。
20超流動成分のエソトロピーをゼロと仮定 している。
3。超流動 ・常流動の流速は同じでなくてもよく、しかもそれらが熱平衡で共存できると仮定している。
4。なぜこ二流体がλ点以下で出現 し、それ以上で常流体だけになるのかも説明不可能である。
他方これより前、液体Heを相互作用のない原子の集まりとみな し、統計力学を適用 したロソドソの
理論があった。それによると、ある温度以下でボーズ凝縮が起き、それを超流動成分であると考えた。
しかし、そのボーズ凝縮した粒子の速度は、H¢全体の重心の速度と一致するものしか許されない。従っ
て統計力学の熱平衡状態の解として二流体が出てくるような理論を作ることが必須となった。
しかし、これを実現するのは非常に困難で、未解決のまま、二流体論を前提としたラソダウ理論が展
開され、現象を説明していった。それで、研究者の関心も、ラソダウの提起したフォノソ・ロトソのス
ペクトルをHe原子間のミクロな相互作用から計算する事に移った。
II.素励起とは何か
世界中で、ラソダウのスペクトルをミクロな立場から計算する試みがなされ、素励起が密度波である
とすると導けることが分かった(文献1)。 しかし、いくつかの疑問が残された。それは、
仔)素励起を密度波以外の見方で導けないか。
回 え点近 くでは、素励起の数が非常に多くなるはずで、その時スペクトルに本質的な変化が発生しな
いか。
という疑問であった。
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まず、仔)に関 してわれわれが13年前文献2で示 したように、密度波と全く異なった見:方ができること
が分かった。すなわち、He原子は相互作用により、まわりの原子を引きず りながら動いている。液体He
中で、各He原子が他の原子を引きず りながら動 く運動を"準粒子"すなわち"相互作用の着物を着た
粒子"の運動と考えることができる。こ㊧準粒子の生成消滅演算子は、もとのHe原子の生成 ・消滅演
算子 〆.と σ,で表され、例えば α㌔一.(のa6+盈ae)のような項が含まれている。この項は他の原
子の運動量をkだ けふやし自分はkだ け少ない運動量で生成されることを意味 し、他の原子を相互作
用により引きずる効果が取 り入れられている。さらに、この演算子は、もとのHe原子1個 の演算子と
同一の粒子数、運動量をもち、その上にハ ミル トニアソの固有状態を作り出すものである。以後、これ
を相互作用の着物を着たHe原子の生成消滅演算:子と呼ぶことにする。この準粒子が運動量ゼロの状態
からp(≠0)の状態に励起されるエネルギーを計算すると、その計算式が文献1の砂川先生らのグルー
プをはじめとする密度波の励起のエネルギースペクトルの式と一致 した。
それで、素励起を密度波と見ずに、運動量ゼロの準粒子がゼロ以外の運動量に励起されることだと考
え直すことができる。これは単なる言い換えではな く、理論に重大な変更をもたらす。まず密度波の見
方をとると、素励起の数の増加は密度波の振幅の増大をもたらすだけで、この励起子の数に上限がない。
一方"相互作用の着物を着た粒子"と いう見方に立つと、その粒子の数はもとのHe原子の数と一致 し
ている。そこで、p=0に 凝縮 しているこの準粒子が、p≠0に どんどん励起されると、ついには凝
縮がなくなり、その時相転移が発生する。従って準粒子の見方で欠陥4。が克服されたと言える。しか
し、文献2の近似計算の方法では、なぜ流速の異なる二流体が共存できるのかは分からなかった。
その後、約8年前、私と癸生川氏とで、一次元多体ボゾソ系をユニタリー変換 して厳密に解くことが
できた(文献3)ご その結果、前述の疑問回に関係して、励起状態の粒子数が増加 した時、ス:ペクトル
に根本的な変化が現れる例が見つかったのである。
m.エ ネルギー準位の逆転
一次元系ではあるが1023個ものオーダーの多体問題が解けた。その結果、粒子を各エネルギー準位に
ど う分布させるかによってエネルギー準位の順番が ドラステ ックに変化す る事が分かった。準位 ∫のエ
ネルギーをE、、そ こにつまった粒子数を π、とすると'、対角化 された全エネルギーは、単純に 写1ヨ、π直
とはならず、
全エネルギー=Σ 瓦 ηぎ+Σ ∫りπ沸 ノ+… …
ま ・`」,
のよ うに、π、について2次 以上の項が現れ る。これが原因で面白い性質が出現す る。説明を簡単にす
るため、準位数が2個 で全エネルギーEが 下式の場合を考えてみる。
E;E、η、+E,η,十∫12π1π,
ノ、,のない時、E、〈E,なら、準位1が 基底状態で 、準位2が 励起状態である。 この系の準位fに 粒子を
1個追加 した時の増加エネルギーを ε」とす ると、
εlrE、+∫12π,,ε、=E,+∫、2%1
となる。 もし、E、一E、+∫、,(η2一π1)>0の時は準位2に つめ る方が増加エネルギーが小 さくな り、
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準位の逆転が発生する。
このような全エネルギーの持つ非線形効果を、三次元ボーズ系にも取入れられれば、二流体の共存を
ミクロな立場から導けるのではないかと思った。
IV.少数の原理が二流体共存を生む
3年程前、."あのHeIIの奇妙な性質は、ハミル トニアソを対角化する際の細かな関数形に依存せず、
もっと根本的な事だけが効いている。"という考えを基礎にして理論を分析 し直してみた。その結果、
HeIIの特異な性質は、次のような単純な条件から出てくる事が分かった。
(条件1)He原 子系の多体ハミル トニアソを対角化するユニタリー変換 ひが存在する。(ハ ミル ト
ニアソはエルミー トなので明らか。)、
(条件2)液 体Heの中でHe原子は束縛状態を作らない。(実際にHe、分子等は見つからない。)
(条件3)基 底状態は一重で、それは全てのHe原子が運動量ゼ『にいる状態を、上述のσで変換し
たものである。(脚注参照)
(条件4)基 底状態からの励起エネルギーは、phonon-Ukeである。'(実験的に確認されている。)
この外に、ボーズ統計、He原子数保存、ガリレイ変換共変性(全エネルギrが重心運動のエネルギー
と等速度座標変換で不変な形の項の和で書ける事)等、ごく当然の条件が付加される。4条件の うち、
(条件3)以外は括弧内の理由から、すでに成立している。そこで、条件3は仮定し、統計力学の基礎
方程式を作ってみると、二流体の存在が自動的⊂ご導かれることが分かった。
V.エ ネルギー最小準位が定ま らない奇妙さ
前述の4条 件を使 って、液体Heのエネルギーの一般形を書 き下 してみる。 まず条件1の 変換 ひで、
もとのHe原子の生成消滅演算子 〆.,α,を準粒子の.4宰.,A.へと変換す ると、
A㍉=磁 ㌔ ぴ,ん=砺,び.… ……(1)
ハ ミル トニアソの全ての固;有状態は、条件1,2よ りこの ・ゲ.の 積で書けるので、固有値Eは この準
粒子の粒子数 π,… 、ゲ.、4.の分布で表せ る。 ガリレイ変換共変性よ り亙の一般形は、
」E・一 ≧⊇(一銑 一w㌔3)πP一{一 一舜 一駆2(P一 一一q;一{》二)ηPη 婿
+毒 ρ黒r∫3(P-q,P-r)%ρ πcηr+一 一一一一一 一一一。一一一一鋤
とな る(文 献4)。 た だ し 、W。 は 一 粒 子 当 り の 束 縛 エ ネ ル ギ ー で 、 関 数 ∫`は 一 般 性 を 失 う こ と な く
次 式 を 満 た す よ うに 書 換 え る こ と が で き る 。
.プゴ(0,・・…,0)=0(forゴ ≧2)」
∫」(p,一・…p)=」6(一q,0,・ ・・…,0)=0(forノ ≧3)・ ・・・・…(3)
次 に条 件3よ り基 底 状 態 は 、 準 粒 子 が 全 て 運 動 量0に い る状 態 で あ る こ と が 分 か る 。 この 基 底 状 態 か ら
脚注:条件3は基底状態が固体でないことを表している。もし固体なら、その結晶軸を回転 した状態も
すべて基底状態になり、多種縮退しており、条件3は成立 しない。又、条件1～4は1次 元の厳
密解では完全に満たされている。
一11一
1つの準粒子がp(≠0)に 励起 された時の増加エネルギー(素 励起のエネルギー)を εo,と書 くと、
(3)式の性質を使 って次の関係 が得 られる。
.プ2(pドーq;1V71ノ)=〔εoρ_,一(PP-q)ち/2〃z〕γ/1>1・ 。r・・…(4)
この式か らわかるように、エネルギーの一般的表示の中に現われ る関数 ア,が素励起エネルギーで書
ける。
さて(2)式は、π,について非線形性を もってい るため、あ る運動量Qに 全粒子数1Vに近 い準粒子が凝
縮すると、次のよ うな奇妙な性質がでて くる。 これを見るために、(2)式で、この π。の効 く所を取 り出
してみると、
互 一 多(蓋 一艦)・,+姿 ζ ∫・(四;暑)・,+{… …}一 …〈励
ここで{… …}の 項 は(1>一恥)/Nの オーダーの項 を表わ し、πq駕2>の時は効かない。
そ こでQ=0,π 。/1V駕1の時は、(4),(5)式よ り.、
E樗(εo,一 肌)%・ ………⑥
とな り、準粒子のエネルギーが ε0,一肌 であることを示 している。この式は束縛エネルギー肱 があ
ることとp=0の 準粒子が存在す ることを除き、ラソダウ理論 と同 じ形を している。 しか しQ≠0に
準粒子が凝縮 しπ。/N〈1の 時は、全 く違 った性質 を示す。この時(6)式は、
E=多(ン.一1〃8)%。 十{(1>一π。)/Nのhigherorder}
・ ,=(叢)+(・ 。/N)〔 εo,一、一(炉Q)γ2勉 〕 ………(7)
とな り、関数 恥 は図.1の ような曲線を描 く。
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図.1相 互作用の着物を着たHe原子のエネルギー(
p=Qの所が最小エネルギーになっている)
この図で εo、一gは、W節 条件4よ り1炉Qlの 一次の項 を持つため、Qが あ ま り大 きくない時 には
",はp二Qの 所で最小になる。即ちQに 準粒子が凝縮すると、そこが最低 エネルギー準位 となる。
この非線形効果が効いて、次節のように二流体の共存 も導けるのである。
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W.熱平衡状態を決める基本式
②式のエネルギーを持つボーズ系の熱平衡状態を、 ミクロカノニカル分布で求める。系全体のエネル
ギー、運動量、粒子数が保存するから、それらを一定にして全状態数が最大になるように、平均粒子数
分布 死,を決める。この時、熱浴すなわち容器の速度7、温度 丁、ケミカルポテンシャルμは、ラグラ
ソジュ未定乗数として決まり、分布 死.は次式を満たす(文献4)。
元ρ=〔(".一 μo)/亀丁 一1〕 一1
ωP=P2/2〃 ¢十 多 〔ε09-Q一(P』 φ シ/2〃z〕髭璽/ハr-y・P一 確8十(higherorder)… … ・・〈8)
この連立積分方程式の解は逐次近似により求まる。そしてTが ある値 丁λ以下の時、(8)式のo,が最
小になる運動量の所に、巨視的な数の準粒子がボーズ凝縮する事が、粒子数保存則から出てくる。Lか
し、Tλ以上ではこんな事は起こらない。また γは熱浴の速度であるが、熱平衡状態では常流動の流速
を表している。この事は、T>Tえで(8)式の解を使ってHρの重心の速度を計算すると、7と一致するこ
とからも確かめられる。
ところが、T<Tえでは、T,μ,vを与えても、なお(8)式の解が無限個存在するのだ。これは、前
節で述べたように最小工亦ルギーをもつ準粒子の運動量が不定であることからきている。それでボーズ
凝縮する運動量Qを 一定範囲の中で自由に選ぶことができる。Qの 不定性は、実験的には超流動を作
る時の初期条件を選ぶ自由度に対応 し、HeIを回転したままで冷やし、超流動成分を発生させ、その
後容器を止めると、Q(≠0),γ=0の 状態が作れる。このように初期条件からQが定まる。今、速
度 慶=Q/〃2を考えると、これはボーズ凝縮 している準粒子の流速、即ち超流動成分の速度を表 して
いる。こうして常流動成分の速度7の他に、超流動成分の速度 慶が存在することが分かる。結 局、:二
つの異なる流速を持つ二流体が熱平衡状態で共存できる事を、統計力学から導けた。
また当然ながら超流動成分は、1つのQに 凝縮 した準粒子の集まりなので、そのエソトロピーはゼ
ロである。1節での仮定1。～4。は全て導けたことになる。二流体の存在が証明されたので、今まで
の:二流体モデルが現象論的に説明していることも全て導ける。さらに、噴水効果やメカノカロリック効
果では、2つの異なる温度7'1,T2、圧力P、,P、をもつ2つのH:eIIの間に超流動成分だけを通す通
路が設けられており、超流動成分が移動 し、準平衡状態になる。すなわち、ボーズ凝縮した準粒子はこ
の二つのHeIIの間を移動し準平衡状態になるため、そのエネルギーは等 しいはずであるσこの関係か
らτ、「T2=(P、一P,)/ρsが得られる。結局、ロソドソが現象論的に求めた式をミクロから導き
出せた。
靱.新 しい予言
準粒子のエネルギーは(8)式の ω,であ り、それが分布 π.を含むので、スペ ク トルが温度 と共に変化
す ることが予想 される。⑧式で 凹=7=0の 場合を考えると、ω,がlplに比例す る係数は、素励起の
ディスバージ ョソカーブのp=0近 くでの勾配を表わす。(8)式から1胡 の小 さい所では、
ωP電(物。/2>)c。lpl十〇rder(lpl2)
とな り、素励起の音速は、ボーズ凝縮 した準粒子の数 死。の比率(舜。/1>)に比例す ることが分かる。 こ
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の比率は、Tが λ点に近づくと0になるため、ディスパージョソカープがソフト化することが予想さ
れる。それ故、τ～T2での素励起は第1音波でなく、第2音波になることを示 している。このことは、
超流動成分が粘性な しに流れられる限界速度(ク リティカルベロシィティ)がT→Tλと共にゼロに近
づくことを意味している(文献5)。
次に、He原子のビ「ムを液体HeIIにあてると、He原子が液体He中で準粒子となり直進するため、
入射 ビームの運動エネルギーが1.51～6.64Kの時は、液面で三重屈折することが導ける。この逆過程と
して、準粒子が相互作用の着物を脱いで、液体Hellの中から、飽和蒸気中へ、He原子として飛び出し
てくる現象もある。これはウィヤット(文献6)ら により発見されたが、この現象も"相互作用の着物
を着た粒子"という概念でうまく説明できる(文献7,8)。 さらに、三重屈折するときの各方向への
分岐確率は、液表面での相互作用の形を決める有力なデータとなることが分かる。この分岐確率を求め
る実験が行われることを期待するものである。
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